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Resumen

Se trata de describir algunas de las principales ideas de George Boole en el contexto
determinante de las matematicas que emergen en el siglo XIX. Se busca la conexion
de la abstraccion que se establece a partir de las nuevas geometrias y el algebra (no
euclidianas, cuaterniones, etc.) y los desarrollos que pretendian demostrar que la
logica era matematica.
El trabajo se completa con una descripcion del proceso de rigorizacion en los
fundamentos légicos de las matematicas modernas establecidas a partir de la
revolucion matematica del siglo XVII. La rigorizacion matematica fue una
componente especial de las tradiciones que condujeron al proceso matematico-
filosofico (desde finales del XIX y con fuerza hasta los treinta de este siglo) que se
conoce como el de los Fundamentos de la Matematica. Este tltimo proceso se puede
considerar que se inicia con Frege, para quien los resultados booleanos fueron de
extraordinaria importancia

Summary

It is intended to describe some of the main ideas of George Boole in the decisive con
text of emerging mathematics of the XIX th century. We look for the connection
between the new geometries and algebras (non Euclidian, quaternions, etc.) and
developments seeking to show that logic is pan of mathematics.
This paper is completed with a description of the rigorization process in the logical
foundations of Mathematics established since the mathematical developments of the
XIV th Century. This mathematical rigorization was one of the special components of
the traditions Leading to the mathematico-philosophical process (since the last part of
the XIX th Century and continuing strongly till the Thirties in this century) called
Foundations of Mathematics. This process is considered to begin with Frege, for
whom Boolean results were extraordinarily important.

Durante el siglo XVII se generaron los resultados teoricos centrales que darian inicio a una
nueva época en las matematicas desde la antigiiedad griega. Los trabajos de la geometria
analitica (Descartes y Fermat), la aritmética superior, las probabilidades, etc., pero
especialmente el célculo infinitesimal (Newton y Leibniz) establecieron el derrotero teorico
de la elaboracion matematica del siglo XVIII y las bases del salto en abstraccion que se daria
en el siglo XIX. El calculo condensd los trabajos de muchos matematicos que desde el
Renacimiento venian trabajando en un método que buscaba dar cuenta del “Continuo”
(espacial y temporal).Fue sin duda la especial conexion entre los métodos matematicos y la
mecanica (que habia establecido Galileo) una fuente teérica e histdrica esencial para el
decurso de los nuevos resultados. Estos métodos matematicos no estaban sin embargo
desvinculados de todos aquellos procesos intelectuales que en las ciencias fisicas se habian
ido estableciendo, motivados por un contexto tedrico y social revolucionario. Las nuevas



condiciones histdricas permitieron iniciar la respuesta a problemas matematicos planteados
desde Eudoxo y Arquimedes.
El salto cualitativo que vivio la matematica del XVII exigia sin embargo un
desarrollo en nuevos resultados que cuantitativamente asegurasen la utilidad asi como la
validez entendida de estas matematicas. Las matematicas del siglo XVIII (a diferencia de las
del siglo XVII) fueron esencialmente cuantitativas. Fue un siglo de un gran desarrollo
matematico conectado a la evolucion de las ciencias llamadas naturales. El “Siglo Heroico”
configuraba, sin embargo, una situacion que podriamos caracterizar como contradictoria. Se
tenia una gran produccion matemadtica, un gran éxito en la capacidad de prediccion en la
ciencia de los resultados matematicos, y al mismo tiempo “un marasmo logico en los
fundamentos™'. El centro del analisis era el calculo y a pesar de la enorme oscuridad logica,
a pesar del uso “libertino” de los numeros, éste experimentd un enorme desarrollo’. Los
nimeros irracionales eran admitidos a principios del XIX, aunque no los negativos y los
complejos’. Berkeley aprovechaba el marasmo para atacar los infinitesimales de Leibniz y la
matematica en general’. Durante el siglo XVII las matematicas que se hicieron estuvieron
basadas en la intuicion y el sentido fisico de las mismas, que fue lo que las condujo y no la
logica. La confianza de su trabajo no residia ni en la consistencia ni en reglas formales.

Los problemas de la ausencia de fundamentos logico si bien habian sido tratados no
ocuparon un lugar preponderante entre los matematicos, hasta que (a principios del siglo
XIX) se evidenciaron elementos de la matematica que rompian supuestamente el esquema
de la coincidencia matematica- naturaleza, la idea extraida del mundo griego antiguo
(adecuadamente cristianizado) del conocimiento matematico como conocimiento de la
naturaleza. El surgimiento de las geometrias no euclidianas y la existencia de nimeros que
no seguian lo esperable en ellos (los cuaterniones de Hamilton), volcaron las mentes sobre
los fundamentos logicos. Si se miraba hacia el andlisis no habia fundamento ni en el algebra
ni en la aritmética usada, y en la geometria habia problemas’. Los cuaterniones no
conmutativos y las geometrias no euclideas eran lo que Kline caracteriza como un auténtico
desastre®.

Este “primer desastre” va a tener consecuencias extraordinarias para la reflexion
sobre la matematica y para la evolucion de la filosofia de las matematicas. Durante el siglo
XVIII y principios del XIX la vision Kantiana sobre la matematica se podia apreciar en
coherencia con la realidad de lo que era la practica matematica. Sin embargo, cuando
emergen las geometrias no euclidianas y los cuaterniones las cosas no pueden quedar en el
mismo sitio. El sentido de la “intuiciéon” kantiana entr6 en problemas, sobre todo cuando
habia asumido como dada en la “intuicion” la geometria euclidea. Los recientes resultados
matematicos sefialaban la importancia de la estructura y la validez légica frente a una
intuicion entendida en conexion con lo sensible. La correspondencia de la matematica con la
realidad no habia sido entendida en cuanto estructuras susceptibles de tener un modelo capaz
de coincidir con la real, sin relacion con la experiencia mas que en aspectos planteados en
ciertos momentos. Habia sido entendida a partir de la relacion sensible individual, limitada
por las fronteras mas directas de las condiciones de los hombres. Si se quiere, se puede decir
que la vision que se tenia de la matematica era la que permitia una conexion casi sensorial
con el espacio inmediato y con la realidad material.

Desde un punto de vista teorico, las geometrias no euclidianas y los cuaterniones
pusieron de manifiesto la existencia de un nuevo cardcter en las matematicas, que no podia
ser aprehendido por Kant; no porque haya asumido una particular geometria, sino porque las
nociones de intuicion y construccion que establecid no podian dar cuenta de ese caracter. La
emersion de “lo nuevo” en las matematicas del siglo XIX afirmaba una separacion entre las



matematicas y la realidad. Mostré un camino en el que la manipulacion formal y la
consistencia ldgica ocupan un papel muy importante. Para Kline lo que sucedi6 era algo que
se acumulaba desde el XVIII:

..un oculto cambio en la naturaleza de la mateméatica ha sido hecho
inconscientemente por los maestros. Hasta alrededor de 1500, los conceptos de
las matematicas eran idealizaciones inmediatas o abstracciones de la
experiencia (...). Cuando ademas los nimeros complejos, una algebra extensiva
que emplea coeficientes literales, y en las nociones de derivada e integral
entraron en las matematicas, el asunto empezé a ser dominado por conceptos
derivados de los lugares reconditos de las mentes humanas’.

Para Kline esta nueva matematica (que crea conceptos mas que abstrae) esta presente
desde siglos anteriores".

Sin embargo, lo nuevo no fue comprendido como tal y entonces no se entendid la
necesidad de un fundamento aparte al de las verdades evidentes’. En realidad, la matematica
no es nunca mera abstraccion o generalizacion inductiva; existe un contenido operativo y
estructurador en la esencia de la practica matematica. Los irracionales y negativos en los
griegos por ejemplo no son mero producto de la abstraccion; no se trata entonces de un
cambio de un tipo de abstraccion a otro. El caracter de la nueva matematica del XIX va a
estar de terminado por el devenir propio de las matematicas, asi como por las condiciones
generales de la evolucion cientifica de la época; lo esencial va a ser lo primero.

La produccion matematica hasta el siglo XVIII concentrd resultados matematicos
extraordinarios que (en la segunda mitad y en la primera del XIX) encuentran un punto de
acumulacion. Esto engendrd una auto-conciencia diferente en ella. La matematica (fusion
histérica y social de esfuerzos individuales) entr6 en el siglo XIX en una nueva etapa
evolutiva en la que la conciencia de ella fue un factor de la misma; aunque esta conciencia
no correspondiese (en mi opinidén) a la esencia de su naturaleza ultima. Las geometrias no
euclidianas y los cuaterniones fueron los resultados tedricos catalizadores que sacudieron el
mundo matematico y se convirtieron en la palanca central gestadora de la nueva etapa.

Las nuevas condiciones en las matematicas (y la reflexiéon sobre las mismas)
generaron un intento extendido por solventar las debilidades de las matematicas del XVII y
el XVIII. Se sucedieron importantes intentos en la busqueda de la consistencia de las nuevas
geometrias y en la rigorizacion del andlisis y el algebra (Bolzano, Abel, Cauchy, etc.).
Cauchy trato de fundamentar el calculo en el nimero, y en el concepto de limite'’. El mejor
intento en esta rigorizacion fue hecho por Weierstrass''. Este dio una derivacion de las
propiedades de los irracionales a partir de los racionales, y Dedekind se coloco en la misma
direccion'?. Pero, ademas, como era consecuencia de los nuevos tiempos, la Logica debia
sufrir modificaciones.

El resurgir de la 16gica en las islas britanicas fue iniciado en el siglo XIX por Richard
Whately. Sir William Hamilton y Augustus De Morgan contribuyeron también; pero fue
George Boole el verdadero fundador de la Logica simbdlica moderna. Su aproximacion se
va a inspirar en la vision del algebra de Peacock, Gregory y De Morgan, pero sobre todo en
las caracteristicas de una nueva matematica (cuaterniones y geometrias no euclidianas
apuntalaban una visidon axiomatica y operativa, no cuantitativa). Los avances de Boole en la
Logica son establecidos por la matematizacion de la misma (el simbolismo y el caracter
operatorio-aritmético). Sus trabajos reforzaban la nueva vision de las matematicas.

Para Boole la Logica posee su fundamento Gltimo en las operaciones de la mente'.
Afirma la posibilidad de la Logica en la capacidad humana para concebir clases y designar



sus elementos a través de un nombre comin'®. Ahora bien, es en el lenguaje donde se
pueden percibir las operaciones de la mente'’. Para Boole, las leyes de la 1ogica podian
establecerse a  través de un  calculo  deductivo '® y  simbolico'.

La vision de Boole conectaba con las pretensiones leibnizianas de un célculo
simbolico, que es entendido como matematico, axiomatico. Para Boole la Logica es
operatoria'®. Es por esto que la Logica es entonces Matematica y no metafisica. Mas aun, el
caracter axiomatico de la Logica es lo que més le une a la Matematica'®. En 1847 decia en
Analisis Matematico de la Logica: “...1a Logica, como la geometria, se basa en verdades
axiomaticas y... sus teoremas se construyen teniendo en cuenta la doctrina general de los

simbolos que constituye la base del Analisis hoy aceptado”™?.

Insiste en el mismo libro: “... porque es un método que se apoya en el empleo de simbolos
regidos por leyes combinatorias generales y conocidas, cuyos resultados admiten una
interpretacion no contradictoria™?'.

Sin embargo, Boole considera que las leyes de la Logica son matemadticas solo en su
forma, no en su contenido’. Para demostrar su punto de vista realiza una reduccion
simbolica, operativa y axiomatica de las leyes de la Logica. La aproximacion booleana
encontraba sustento intelectual en los resultados matematicos de la época. En particular, el
descubrimiento de nuevas entidades algebraicas no consideradas convencionalmente como
numeros y el descubrimiento de sistemas numéricos que no cumplen ciertas propiedades
aritméticas usuales (La conmutatividad en los cuaterniones)™.

Para Boole la matematica no es de magnitudes, su esencia estd dada por su caracter
calculatorio y axiomatico’®. Esta es una aproximacion que deja de lado los aspectos
cuantitativos que fueron los que predominaron en el siglo XVIII. Para Boole la realidad (al
igual que la Logica) también estd regida por las leyes matematicas.

La forma precisa de la expresion matematica de la Logica es en Boole a través de
“ecuaciones”™, cosa que Hamilton (el filosofo) habia obtenido. Los razonamientos se
pueden expresar a través de funciones y sus desarrollos.El camino interno entre las premisas
y las conclusiones puede establecerse simbodlica y matematicamente, para s6lo al final
retomar el sentido logico. Esta “expansion” es el procedimiento fundamental en el
despliegue formal del sistema de Boole”. El tratamiento booleano de la Légica introduce la
Logica de clases, y con ello una mejor aproximacion que la dominada por la relacion clasica
sujeto-predicado. De hecho la matematica tal y como €l la concibe es el ‘instrumento’ que le
permite la delimitacion de fronteras para abrir curso a la independizacién de la Logica como
ciencia. Esta direccion va a ser asumida en la segunda mitad del siglo XIX y establecera
indiscutiblemente el camino de la Logica moderna. Boole inicia con su teoria de las
funciones de verdad y su expresion en forma normal disyuntiva. Los trabajos de Boole
actualizaron en el espectro intelectual de la época la vision leibniziana sobre la matematica y
la Logica, engendraron elementos que fueron utilizados luego en la edificacion del proyecto
logicista de Frege. Apuntald entonces una vision axiomatica y formal de las relaciones entre
Logica y aritmética’’.

Los resultados de Boole superan los trabajos de Leibniz (que ya habian intentado sin éxito
ser superados por diversos autores previos: Segner, J. Lambert, Ploucquet, Holland, De
Castillon, Gergonne)®*. Boole al asociar a una proposicion el conjunto de casos en los que se
verifica. “... interpreta la relacion de implicacion como una inclusion y su calculo con
conjunt scle proporcionan de este modo las reglas del ‘Célculo Proposicional™®’.

Sus trabajos van a servir como base para Jevons, el mismo De Morgan y C.S. Peirce.
De Morgan habia establecido en su Formal Logic de 1847 que la Logica se refiere
esencialmente a relaciones, al igual que Boole™. Peirce extenderia estos resultados en sus



escritos de 1870 a 1893 y Schroeder los sistematizaria®'. El énfasis en las relaciones era una
consecuencia del flujo general que apuntalaba la axiomadtica y de la nueva aproximacion
hacia la matematica y la Logica. Peirce introdujo una notacidon para las proposiciones que
expresan relaciones, enfatizo (lo que Boole apenas habia tocado) el concepto de funcidén
proposicional ** y el de cuantificadores”. La conjuncién de relaciones, clases, funciones
proposicionales y cuantificadores, abria una nueva etapa en la Logica y describia el
panorama de la misma previo a los trabajos de Frege.

Durante esta época los avances en la Logica habian sido introducidos en el marco de
la evolucion de la matematica. Muchas de las innovaciones aparecian condicionadas por las
necesidades en la busqueda de sustentar condiciones de rigor para los resultados
matematicos. En Boole (como también en Peirce) la Logica simbdlica era matematica. La
“autoconciencia” de la Logica como ciencia independiente, aparte de su consideracion como
leyes del pensamiento, objetivas o subjetivas, va a aparecer con claridad en Frege. Aqui la
Logica ya no es matematica, sino al revés: esta ultima es Logica. Para establecer esta
inversion adecuadamente era necesario una renovacion y sintesis de la 16gica, un lenguaje
simbolico mas desarrollado y una aproximacion filosofica apropiada. El proceso que
conduce a ese resultado en Frege no fue establecido, sin embargo, a partir solamente de los
productos del trabajo de Boole, De Morgan o Peirce; de nuevo la evolucion de los problemas
de las matematicas fue central en ese desarrollo.

La busqueda del fundamento logico de la matematica en una etapa en que se percibia
esto como una tarea intelectual decisiva, fue un factor determinante.

Durante el siglo XVIII se habian desarrollado trabajos en el analisis muy importante
(Euler, Lagrange, etc.). En la busqueda del rigor se buscé la conexion de los infinitesimales,
las “operaciones” de derivacion e integraciéon y, en general, el continuo real, con la
aritmética. Se puede sefialar a Bolzano como iniciador de este proceso, aunque desde el siglo
anterior se buscaban formas de rigorizacion de los resultados obtenidos. Para Cauchy es
necesario buscar definiciones claras y precisas y el establecimiento preciso de las fronteras
de los conceptos y las formulas. Intentos en la aproximacion del andlisis y la aritmética
fueron realizados por Martin Ohm (1822)**, y después Grasmann, Hankel y Weierstrass.
Pero fue este ultimo el que ofrecid una definicidon rigurosa de los niimeros irracionales a
partir de los racionales. Su trabajo implica una “... liberacion del andlisis del tipo de prueba
geométrica intuitiva tan prevaleciente en ese tiempo”35. La nocion de numero real estaba
conectada entonces a las magnitudes de la geometria. Otros autores como Dedekind (en sus
trabajos de 1872 y 1888) ** y Cantor, tomando como punto de partida la validez de las
propiedades de los racionales les conectaron a éstos los irracionales’ .
Nos sefiala E.T. Bell en su Historia de las Matematicas de 1940:

La definicion de Dedekind de los ntimeros irracionales como cortaduras en
clases infinitas de racionales, las sucesiones de numeros racionales de Cantor
para definir los nimeros irracionales, y los nimeros irracionales de Weierstrass
considerados como clases de relaciones, todas ellas en definitiva referian el
continuo de los nimeros reales a los nimeros naturales. Las “magnitudes” de
Eudoxio quedaban reemplazadas por construcciones hipotéticas realizadas con
los numeros 1, 2, 3. De este modo, la aritmetizacion del analisis era una vuelta
al programa de Pitagoras™.

La aritmetizacion del andlisis no se puede considerar un proceso mecanico y simple de
rigorizacion de resultados matematicos, sino que debe verse integrada a una nueva
“autoconciencia” en la evolucion de la matematica. La aritmetizacion va dirigida en el siglo



XIX al abandono de la intuiciéon geométrica que habia predominado en el célculo del siglo
XVIII; es la busqueda por aprehender una nueva realidad en la que la validez 16gica aparece
como central®’.
Los trabajos de Cantor en lo que se refiere a los fundamentos del anélisis contintian la
obra de Weierstrass™’. En las definiciones de los reales el problema residia en la forma de
traducir el paso al limite de los enteros. Para Cantor, por ejemplo, “toda sucesion regular
define un numero; la clase de todos los nimeros asi definidos es el sistema de los numeros
reales™'. Para Dedekind y también para Weierstrass estd presente esta incidencia sobre lo que
es una referencia al continuo y, entonces, al infinito. La nocion de continuo real implica un
proceso matematico (mental si se quiere) cualitativamente diferente al que se manifiesta en la
aritmética. Con la aritmetizacion del andlisis no se trataba simplemente de desgeometrizar el
calculo y de apuntar hacia mejores condiciones ldgicas en sus fundamentos; se trataba de una
reducciéon de diferentes nociones conceptuales (referidas a objetos diferentes) a las nociones
aritméticas. Este proceso de cualidades diferentes sélo podia ser realizado a partir de una
nueva abstraccion y, sugiero, a partir de la introduccion implicita o explicita de supuestos
tedricos sobre la existencia y la naturaleza de las entidades matematicas. La aritmetizacion de
las matematicas es la manifestacion, por otra parte, de una intencion reduccionista de sus
distintos componentes. Es la busqueda de una unidad tedrica en la diversidad, cuyo
planteamiento exige una readecuacion en la conciencia de La naturaleza de la matematica e
incluso del conocimiento. Un proceso que no fue abordado en el siglo XIX y es posible que
fuesen necesarios mas elementos tedricos que los existentes entonces para establecer su
actualidad. La matematica del siglo XIX se puede resumir en la emersion de las geometrias no
euclidianas, la aritmetizacion del analisis, la sistematizacion geométrica y el surgimiento de
formas algebraicas nuevas pero quedarian por fuera, sin duda, muchos resultados
importantes*: los trabajos de Gauss en la teoria de niimeros (seguido por Dirichlet), los logros
en la generalidad de la geometria analitica, la teoria de las funciones de Weierstrass, Schwarz
y Mittag-Leffler”. En este panorama intelectual se construyé la teoria de conjuntos. Esta
nace, nos dice Bourbaki, debido a: “Las necesidades del Anélisis -en particular el estudio a
fondo de las funciones de variables reales-, que se desarrolla durante todo el siglo XIX” **

Tal y como la conocemos ahora es trabajo de Cantor. Este se intereso por el asunto
en 1872, a proposito de los problemas de equipotencia en 1873, de la dimension a partir de
1874, y entre 1878 y 1884 incidi6 sobre casi todos los problemas de la teoria de los
conjuntos™.

A pesar de la oposicion general que esta teoria generd en la época de Cantor,
Weierstrass y Dedekind siguieron con interés la labor de Cantor. Para Dedekind su objetivo
era fundamentalmente la aplicacién de la nocién de conjunto a la de nimero*. Desde el
momento en que aparecen muchos de los resultados, éstos van a ser aplicados a las
cuestiones clasicas del Analisis*’. La teoria de conjuntos fue muy importante porque iba a
servir como engranaje de los principales resultados matematicos y logicos de la época y
también concentraria sobre ella la reflexion sobre los fundamentos de la matematica. La
teoria de conjuntos, de una u otra forma, va a representar desde entonces un papel esencial
en la descripcion de las matematicas, a pesar de las dificultades que a partir de ella se
sucedieron en momentos posteriores.

Los resultados de Boole en la Logica se unirian a aquellos de la rigorizacion de la
matematica, en el contexto de un nuevo caracter en la matematica, creando un cuadro
intelectual extraordinario para la sintesis en los fundamentos y la reflexion sobre las
matematicas. El primer intento en ese sentido seria dado por Gottlob Frege retomando la
filosofia logicista de Leibniz.
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